
5章   誤差伝播法



5.1 計算グラフ
❖これまで 
- ニューラルネットワークの学習…ニューラルネットワークの重みパラメータの損失関数の勾配によって最小値へと学習する 
☹計算に時間がかかってしまう 
❖ここから 
- 重みパラメータの勾配の計算を効率良く行う手法の「誤差伝搬法」について学ぶ 
正しく理解するために… 
⑴ 数式によって理解 
⑵「計算グラフ」によって理解　←本章ではこれ！視覚的に理解を深める。 

❖計算グラフ：計算の過程をグラフ（データ構造のことでノードとエッジによって表現）によって表したもの 
簡単な問題を解いていく 
→最終的に誤差伝搬法に！



5.1.1 計算グラフで解く
❖「計算グラフ」を使って簡単な問題を解く 
計算グラフ…ノードとエッジ(矢印)によって計算の過程を表すもの。  
ノードの中に、演算の内容を書く。矢印の上には計算の途中結果を書く。 

問１：太郎くんはスーパーで１個100円のりんごを２個買いました。支払う金額を求めなさい。ただし、消費税が10%適用される
ものとします。 

＜別の表し方＞ 



5.1.1 計算グラフで解く
問２：太郎くんはスーパーでりんごを２個、みかんを３個買いました。りんごは１個100円、みかんは１個150円です。消費税が
10%かかるものとして、支払う金額を求めなさい。 

❖計算グラフを使って問題を解く。 
1. 計算グラフを構築する 
2. 計算グラフ上で計算を左から右へ進める(順伝播) 
逆伝播…図でいう右から左の方向。この先の微分の計算で重要。



5.1.2 局所的な計算
❖計算グラフの特徴…「局所的な計算」を伝播することによって最終的な結果を得ることができる 

例：スーパーでりんごを２個と、それ以外にたくさんの買い物をする場合 

→局所的に計算を行うだけで、求まる。全体のことについては考えなくて良い。



5.1.3 なぜ計算グラフで解くのか？
❖計算グラフの利点 
1. 「局所的な計算」-  全体がどんなに複雑な計算であっても各ノードでの単純な計算を行っていくことで問題を単純化できる 
2. 途中の計算の結果を全て保持することができる点 
3. 逆方向の伝播によって「微分」を効率良く計算できる点 

❖計算グラフの逆伝播について、問１の問題をもう一度考える。 
問１：太郎くんはスーパーで１個100円のりんごを２個買いました。支払う金額を求めなさい。ただし、消費税が10%適用される
ものとします。 
例：りんごの値段が値上がりした場合、最終的な支払い金額にどのように影響するか 
→「りんごの値段に関する支払い金額の微分」を求める 
　　りんごの値段をx、支払い金額をLとすると、　を求めるということ。（りんごの値段が少し値上がりした時に支払い金額がど 
　　れだけ増加するか）

→りんごが１円値上がりしたら 

最終的な値段が2.2円増えるということ



5.2 連鎖律 
5.2.1 計算グラフの逆伝播
❖「局所的な微分」を伝達する原理…連鎖律によるもの 

計算グラフを使った逆伝播の例： 

❖逆伝播のポイント：目的とする微分の値を効率良く求めることができる→連鎖律の説明へ



5.2.2 連鎖律とは
❖合成関数…複数の関数によって構成される関数のこと 
❖連鎖律の原理＝合成関数の微分についての性質 
ある関数が合成関数で表される場合、その合成関数の微分は、合成関数を構成するそれぞれの関数の微分の積によって表すこ
とができる 

例： 

この時の　（xに関するzの微分）を求めると次のように表すことができる 

それぞれ求める 

それぞれの積を計算する



5.2.3 連鎖律と計算グラフ
❖連鎖律の計算を計算グラフで表してみる 

先ほどの例を当てはめてみる

xに関するzの微分



5.3 逆伝播 
5.3.1 加算ノードの逆伝播
❖加算ノードの逆伝播 
例： 
zの微分について考える 

これを計算グラフに表す、この例では上流から伝わった微分値を　とした



5.3.1 加算ノードの逆伝播
具体例：10+5=15の計算、上流から1.3の値が流れてくるとする。 

❖加算ノードの逆伝播…入力信号を次のノードへ出力するだけ



5.3.2 乗算ノードの逆伝播
例： 
zの微分を計算する 

計算グラフで表す 

具体例：10×5=50、上流から1.3の値が流れてくるとする

→”ひっくり返した値”を下流へ流す 
　　・順伝播の際にxの信号であればy、yの信号で 
　　　あればxをという意味

→加算ノードの場合：入力信号は必要なし 
　乗算ノードの場合：入力信号必要あり 
　乗算ノードの実装時には順伝播の入力信号を 
　保持する



5.3.3 リンゴの例
例：リンゴ２個と消費税 
解きたいこと…りんごの値段、りんごの個数、消費税の３つの変数が最終的な支払金額にどのように影響するかということ 
=「りんごの値段に関する支払い金額の微分」、「りんごの個数に関する支払い金額の微分」、「消費税に関する支払い金額の微
分」を求める 

結果：りんごの値段の微分は2.2、りんごの個数の微分は110、消費税の微分は200。 
　　　消費税が1(100%)増加すると200、りんごの値段が1(1円)増加すると2.2の大きさが最終的に影響を与える



5.3.3 リンゴの例
例：りんごとみかんの買い物の逆伝播

11.1

650

1.1

1.1

110

2.2

3.3

165



5.4 単純なレイヤの実装 
5.4.1 乗算レイヤの実装
❖「リンゴの買い物」の例をPythonで実装していく。 
計算グラフの乗算ノードを「乗算レイヤ(MulLayer)」、加算ノードを「加算レイヤ(AddLayer)」という名前で実装する 
各レイヤはクラスで実装することにする

❖forward()_順伝播とbackward()_逆伝播という共通のメソッドを持つ 
❖__init()__()：xとyの初期化＋順伝播時の入力値を保持する 

・dout：上流から伝わってきた微分

ch05/layer_naive.py



5.4.1 乗算レイヤの実装
❖MulLayerを使って「りんごの買い物」を実装する

↓mul_apple_layer ↓mul_tax_layer

実行結果

支払い金額
りんごの値段微分
りんごの個数微分
消費税微分

ch05/buy_apple.py



5.4.2 加算レイヤの実装
❖加算レイヤの場合は、特に初期化は必要ない

❖backward()で上流から流れてきた微分(dout)をそのまま下流に流す

ch05/layer_naive.py



5.4.2 加算レイヤの実装
❖加算レイヤと乗算レイヤを使って「りんご２個とみかん３個の買い物」を実装する

実行結果

↓mul_apple_layer

↑mul_orange_layer

↓add_apple_orange_layer

↑mul_tax_layer

ch05/buy_apple_orange.py



5.5 活性化関数レイヤの実装 
5.5.1 RELUレイヤ
❖計算グラフの考え方をニューラルネットワークに適用する 
　活性化関数であるReLUとSigmoidレイヤを実装していく 
❖ReLU(Rectified Linear Unit)は次の式で表される 

ここからxに関するyの微分は次のようになる 

→xが0より大きければ上流の値を下流にそのまま流す 
　xが0以下であれば、逆伝播はそこでストップする



5.5.1 RELUレイヤ
❖ReLUレイヤの実装を行う

❖Reluクラスは、maskという変数をインスタンス変数としてもつ 
❖mask変数…True/FalseからなるNumpy配列 

- xの要素で0以下の場所：True 
- それ以外(0より大きい要素)：False 

❖逆伝播では上流から伝播されたdoutに対してmaskの要素がTrueの場所を
0に設定する 

例：mask変数

common/layers.py



5.5.2 SIGMOIDレイヤ
❖シグモイド関数の実装 
　シグモイド関数は次のように表される 

計算グラフで表す 

逆伝播を考えていく 

→”/”：　　の計算を行う



5.5.2 SIGMOIDレイヤ
❖ステップ１ 
　　 の微分を考えていく 

つまり上流の値に対して　　を乗算して下流へ伝播する 

❖ステップ２ 
「+」のノード 

❖ステップ３ 
「exp」ノードで、　　　       の微分を考えていく 

❖ステップ４ 
「×」のノード 

→逆伝搬の出力： 
（順伝播の入力xと出力yだけから計算できる）



5.5.2 SIGMOIDレイヤ
❖「sigmoid」ノード 

さらに　　　　　　を整理して書くことができる 

つまり逆伝播は順伝播の出力のみで計算を行うことができる



5.5.2 SIGMOIDレイヤ
❖SigmoidレイヤをPythonで実装する 

・順伝播の出力をインスタンス変数のoutに保持する

common/layers.py

common/functions.py

→逆伝播時にはout変数を使って　　　　　  を計算する



5.6 AFFINE/SOFTMAXレイヤの実装 
5.6.1 AFFINEレイヤ
❖ニューラルネットワークの順伝播では、重み付き信号の総和を計算するため、行列の積(Numpyではnp.dot())を用いた 
❖この行列の積を幾何学の分野では「アフィン変換」と呼ばれる 
❖アフィン変換を行う処理を「Affineレイヤ」という名前で実装していく 

・行列の積とバイアスの和( np.dot(X,W) + B )を計算グラフで表す 
・行列の積を計算するノードを「dot」として表す 

❖これまでは「スカラ値」がノード間を流れたが、「行列」がノード間を伝播する

→X,W,Bは行列(多次元配列)



5.6.1 AFFINEレイヤ
❖逆伝播について考えていく 
　行列の要素ごとに書き下す▷これまでのスカラ値と同じ手順で考えることができる 
計算グラフから微分は次のようになることがわかる 

❖Tは転置(Wの(i,j)の要素を(j,i)の要素を入れ変えることをいう) 

→形状が(2,3)であったのが、転置を行うと(3,2)になる

これらは同じ形状、そのため転置が必要になる



5.6.2 バッチ版AFFINEレイヤ
❖これまで：Affineレイヤの入力Xは一つのデータを対象とした 
❖N個のデータをまとめて順伝播する場合、バッチ版のAffineレイヤを考える 
・計算グラフは次のようになる

→入力であるXの形状が(N,2)になっただけ 

　バイアスの加算に対してはそれぞれの
データに加算されることに注意



5.6.2 バッチ版AFFINEレイヤ
❖Affineの実装は次のようになる 
❖入力データがテンソル(4次元のデータ)の場合を考慮している

common/layers.py



5.6.3 SOFTMAX-WITH-LOSSレイヤ
❖出力層であるソフトマックス関数について考えていく 
❖ソフトマックス関数：入力された値を正規化して出力する(出力の和が1になるように変形する) 

例：手書き数字認識の場合のSoftmaxレイヤの出力(10クラス分類) 

❖ニューラルネットワークで行う処理 - 推論と学習の２つに分かれる 
   推論では、通常Softmaxレイヤは使用しない 
　正規化しない出力結果のことを「スコア」と呼ぶことがある→推論ではスコアの最大値にのみ興味があるため



5.6.3 SOFTMAX-WITH-LOSSレイヤ
❖Softmaxレイヤを実装していく 
　損失関数である交差エントロピーも含めて「Softmax-with-Lossレイヤ」という名前のレイヤで実装をする 
　計算グラフは次のよう(3クラス分類) 

❖逆伝播の結果は、出力と教師ラベルの差分になる 
→このようになるように、交差エントロピーは設計された

簡略化

導出過程は付録A

正規化

t：教師ラベル

損失



5.6.3 SOFTMAX-WITH-LOSSレイヤ
具体例：教師ラベルが(0,1,0)であるデータに対して、Softmaxレイヤの出力が(0.3,0.2,0.5)であった場合 
→正解ラベルに対する確率は0.2(20%)であるため、ニューラルネットワークは正しい認識ができていない。

・Softmaxレイヤからの逆伝播は、(y-t)より、(0.3,-0.8,0.5)とい
う大きな誤差を伝播することになる 

→その大きな誤差から大きな内容を学習することになる 

別の具体例：教師ラベルが(0,1,0)であるデータに対して、Softmax
レイヤの出力が(0.01,0.99,0)の場合 

・Softmaxからの逆伝播は(0.01,-0.01,0)という小さな誤差になる 

→前レイヤが学習する内容も小さくなる 

❖この実装ではソフトマックスと交差エントロピー誤差の実装 

❖バッチサイズで割ることでデータ１個あたりの誤差が前レイヤへ
伝播するcommon/layers.py



❖ニューラルネットワークの学習の全体図 
■前提 
ニューラルネットワークは、重みとバイアスがあり、この重みとバイアスを訓練データに適応するように学習する 
学習は次の４つの手順で行う 

◉ステップ１(ミニバッチ) 
訓練データの中からランダムに１部のデータを選び出す 
◉ステップ２(勾配の算出) 
各重みパラメータに関する損失関数の勾配を求める 
◉ステップ３(パラメータの更新) 
重みパラメータを勾配方向に微小量だけ更新する 
◉ステップ４(繰り返す) 
ステップ１、ステップ２、ステップ３を繰り返す 

☹前章では、勾配を求めるために数値微分を利用した。多くの時間が計算にかかる。 
☻誤差逆伝播法では高速に効率良く勾配を求めることができる

5.7 誤差逆伝播法の実装 
5.7.1 ニューラルネットワークの学習の全体図

誤差逆伝播法が登場するのはここ！



5.7.2誤差逆伝播法に対応したニューラルネットワークの実装

❖２層のニューラルネットワークをTwoLayerNetとして実装していく 
　このクラスのインスタンス変数とメソッドを整理すると次の表のようになる 
❖前章の「4.5 学習アルゴリズムの実装」と共通する部分が多くある。変更箇所はレイヤを使用していること。



5.7.2誤差逆伝播法に対応したニューラルネットワークの実装

❖TwoLayerNetの実装

common/two_layer_net.py

＊初期化を行う

＊認識（推論）を行う

＊損失関数の値を求める

＊認識精度を求める

＊重みパラメータに対する勾配を数値微分によって求める

＊重みパラメータに対する勾配を誤差逆伝播法によって求める

→レイヤを 
OrderedDictで保持 
(順番付き)



5.7.3 誤差逆伝播法の勾配確認
❖これまでの勾配を求める方法 
⑴数値微分によって求める方法　⑵解析的に数式を解いて求める方法 
⑵で誤差逆伝播法を用いることで大量のパラメータが存在しても効率よく計算を行うことができた 
⑴は、⑵の実装の正しさを確認する場面で使用する(⑴の方が実装が簡単である→ミスが起きにくい) 
❖勾配確認…数値微分で勾配を求めた結果と、誤差逆伝播法で求めた結果が一致すること（ほぼ近いこと）を確認する作業 

・勾配確認の実装

実行結果

ch05/gradient_check.py

→数値微分と誤差逆伝播法でそれぞれ求めた勾配の差はかな
り小さい=誤差逆伝播法で求めた勾配も正しい結果である

→毎回違う！？



5.7.4 誤差逆伝播法を使った学習
❖誤差逆伝播法を使ったニューラルネットワークの学習の実装

実行結果

ch05/train_neuralnet.py
→過学習は起きていない！

認識精度



5.8 まとめ
❖視覚的に計算の過程を表す計算グラフという方法を学んだ 
❖ニューラルネットワークで使用する誤差逆伝播法を説明した 
❖行う処理をレイヤという単位で実装した 
　（ReLU、Softmax-with-Loss、Affine、Softmaxレイヤ） 
❖forward(順方向)、backward(逆方向)にデータを伝播することで、重みパラ
メータの勾配を効率的に求めることができる 
❖数値微分と誤差逆伝播法の結果を比較することで、誤差逆伝播法の実装に誤
りがないことを確認できる(勾配確認)



付録A



付録A SOFTMAX-WITH-LOSSレイヤの計算グラフ
❖ソフトマックス関数と交差エントロピー誤差の計算グラフを示し、逆伝播を求める 
❖ソフトマックス関数はSoftmaxレイヤ、交差エントロピー誤差はCross Entropy Errorレイヤと呼ぶ 
❖この２つの組み合わせたレイヤをSoftmax-with-Lossレイヤと呼ぶ

・3クラス分類を行うニューラルネットワークを想定 

前レイヤからの入力： 

Softmaxレイヤの出力： 

教師ラベル： 

Cross Entropy Errorレイヤの出力：損失L 

❖Softmax-with-Lossレイヤの逆伝播の結果：



A.1 順伝播
❖ソフトマックス関数 

・計算グラフでのSはソフトマックス関数の分母に当たる

❖交差エントロピー誤差 

・純粋に式を計算グラフに表した



A.2 逆伝播
❖Cross Entropy Errorレイヤの逆伝播 

・逆伝播を求める際に、気をつける点 
✦逆伝播の最初の値(計算グラフの一番右の値)は1である 
✦「×」ノードの逆伝播では順伝播の時の入力値のひっくり返した 
値を上流からの微分に対して乗算して下流に流す 
✦「+」ノードでは上流から伝わる値をそのまま流す 
✦「log」ノードの逆伝播は次の式に従う 

❖結果(Softmaxレイヤへの逆伝播の入力)：



A.2 逆伝播
❖Siftmaxレイヤの逆伝播 
◉ステップ１ 

◉ステップ２

◉ステップ３ 

◉ステップ４ 
前レイヤから逆伝播の値が流れてくる

順伝播の時に複数に枝分かれして流れた場合、 
逆伝播の時はその逆伝播の値が加算される

結果：

ちなみに、教師ラベルは「one-hotベクトル」



A.2 逆伝播
❖Siftmaxレイヤの逆伝播 
◉ステップ５ 

◉ステップ６ 

・「exp」ノードに関して 

❖結果：



A.3 まとめ
❖Softmax-with-Lossレイヤの計算グラフ



BACK UP


